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مقدمه ١

هرعلامت و دارد قرار ١ نوفه تاثیر تحت کانال این ͳول کنیم. مخابره است نوفه دارای که ͳمخابرات کانال Έی از را 1 و 0 از هایی رشته خواهیم ͳم

پیام گیرنده که کنیم کاری خواهیم ͳم ماند. ͳم ͳباق نخورده دست 1− q احتمال با و شده 0 یا 1 به تبدیل q بااحتمال کنیم ͳم که ارسال 1 یا 0

عنصر است آن بΎیریم پیش باید خطا وتصحیح تعیین برای که ͳراه کند. استخراج شده دریافت های ازپیام را صحیح های پیام بتواند همچنان ها

تکرار کد از ͳیعن کنیم، مخابره 1 تا سه 1 Έی وبجای 0 تا سه 0 Έی بجای توانیم ͳم مثال عنوان به کنیم. خود های پیام وارد ͳنوع به را تکرار

کنیم استفاده تایی سه

0 −→ 000 1 −→ 111 (١)

. است بوده ای رشته چه درواق΄ است کرده دریافت که تایی سه رشته Έی که بΎیرد تصمیم اکثریت قانون از استفاده با که بخواهیم گیرنده واز

برگردان سه یا و برگردان دو وقوع احتمال با برابراست اینک خطا وقوع زیرااحتمال است، کمترشده اینک q با برابربود قبلا̈ که خطا احتمال درواق΄

با بود برابرخواهد خطا وقوع احتمال درنتیجه .q3 با برابراست ͳودوم 3q2(1− q) با است برابر ͳاول که تایی سه درکد

PE = q3 + 3q2(1− q) (٢)

Noise١
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های بیت تعداد که است این ͳاصل مسئله خطاست. با مقابله های روش از ͳ΋ی تنها تکرار کد البته است. q2 ازمرتبه Έکوچ های q برای که

اضافه را کار این شوند. واق΄ استفاده مورد خطا تصحیح برای آن) نظیر یا هامینگ کد در (مثلا بیشتر های بیت تعداد این تا کنیم ارسال بیشتری

که است این آن و ایم کرده پرداخت خطا کاهش این برای بهایی البته نیستند. اطلاعات حامل که هایی بیت کردن اضافه ͳیعن گویند. ͳم ٢ کردن

برابراست R ͳیعن اطلاعات مخابره نرخ حالت دراین ایم. کرده استفاده بیت Έی مخابره برای بیت سه از و ایم آورده پایین را اطلاعات مخابره نرخ

وقوع احتمال توانیم ͳم آیا ایم؟ کرده کمتر قبل به نسبت را آن وقوع احتمال چه اگر دارد وجود خطا احتمال هنوز اما است. کم نرخ این اما . 13 با

کنیم: استفاده زیر کد ͳیعن تایی ۵ تکرار کد توانیم ͳم تایی سه تکرار کد بجای است. مثبت اش ΁پاس بیاوریم؟ تر پایین را خطا

0 −→ 00000 1 −→ 11111. (٣)

خطا این . شوند خطا دچار ها بیت این از بیشتر تا سه اینکه احتمال با است برابر خطا وقوع احتمال و است ۵ با برابر هم از رشته دو این فاصله

با است برابر

PE =

(
5

3

)
q3(1− q)2 +

(
5

4

)
q4(1− q) + q5 ∼ 10q3 (۴)

به را آن و بیاوریم پایین بازهم را اطلاعات مخابره نرخ که ایم شده مجبور خطا کاهش برای اما است. کمتر ͳقبل خطای میزان از مراتب به که

و 0 علائم تک تک اینکه جای به توانیم ͳم کار این برای باشد؟ بالاتر مقدار این از اش نرخ که ببریم کار به کدی توانیم ͳم آیا برسانیم. R = 1
5

این: به شبیه چیزی مثلا کنیم. کد را علایم این از دوتایی های بلوک کنیم کد را 1

00 −→ 00000

01 −→ 11100

10 −→ 00111

11 −→ 11011. (۵)

است شده بهتر ͳکم پیام مخابره نرخ ͳول است q3 مرتبه از خطا احتمال بنابراین و است سه با برابر دیΎر Έی از رشته دو هر فاصله نیز کد این در

را خطا احتمال اینکه ضمن ایم توانسته الفبا حروف تک تک جای به دوتایی های رشته کردن کد با که رسد ͳم نظر به است. رسیده 2
5 به 1

3 از و

توسط آنهم کنیم، کد را چهارتایی های بلوک که است چطور مثلا کنیم؟ عمل این از بهتر توانیم ͳم آیا ببریم. بالا ͳکم نیز را نرخ دهیم ͳم کاهش

ͳم بالاتر ͳکم نیز 2
5 از را مخابره نرخ ترتیب این به کند. ͳم کد بیت ٧ در را بیت چهار و دارد ٣ فاصله کد این .[4, 7, 3] کد ͳیعن هامینگ کد

Adding Redundancy٢
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ͳنم وجه هیچ به ما و دارد وجود خطا احتمال بازهم خب ͳول دارد. ͳم نگاه q3 مرتبه همان از را خطا احتمال اینکه ضمن رساند،  ͳم 4
7 به و برد

آنچه شد. خواهند مخابره اشتباه به کاملا بیت هزار ها ده شده مخابره بیت ها میلیون بین از که چرا دهیم انجام خطا احتمال با ای مخابره خواهیم

آوردن پایین برای که رسد ͳم نظر به دیدیم تکرار کد در که همانطور اما دهیم. میل صفر سمت به را خطا احتمال که است این خواهیم ͳم ما که

است. مثبت اش ΁پاس دارد؟ وجود اش΋ال این از رفت برون برای ͳراه آیا دهیم. میل صفر به نیز را مخابره نرخ مجبوریم ما صفر به خطا احتمال

نرخ صورت این در کنیم. کد بیت n به را بیت k ͳیعن کنیم. کد را تر بزرگ های بلوک که است این اش راه دیدیم. بالا های مثال در را اش راه

و کند میل صفر غیر مقدار Έی سمت به نسبت این n و k بیشتر چه هر گرفتن تر بزرگ با که است مم΋ن و R = k
n با بود خواهد برابر مخابره

نامیم. ͳم کانال ظرفیت را limn−→∞
k
n حد صورت این در برسانیم. صفر به نیز را خطا وقوع احتمال همزمان بتوانیم شاید آن از تر مهم بسیار

است. ٣ شانون دار نوفه کانال قضیه یا شانون دوم قضیه محتوی واق΄ در این

محاسبه را آن کانال مشخصات به توجه با بایست ͳم که دارد وجود C مثل ظرفیت Έی Έکلاسی کانال هر برای شانون: دوم قضیه n

خطایی نوع هیچ مرتکب اینکه بدون داد انجام اطلاعات مخابره ظرفیت مقدار این از کمتر ͳنرخ با توان ͳم همواره صورت این در کرد.

وجود n∗ مثل صحیح عدد Έی و C∗ مثل خاص کدگذاری نوع Έی همواره δ و ϵ Έکوچ عدد دو هر ازای به تر دقیق عبارت به بشویم.

شوند:  ͳم برآورده توامان زیر شرط دو هر خاص گذاری کد آن ازای به صورت این در بΎیریم n∗ از تر بزرگ را ها رشته طول اگر که دارد

R < C − δ PE(x) < ϵ ∀x, (۶)

است. x رشته مخابره در خطا احتمال PE(x) آن در که

نامΎذاری از پیروی به را کانال فرستنده داد. خواهیم ارائه کامل اثبات Έی سپس و بفهمیم را قضیه این شهودی صورت به کنیم ͳم ͳسع نخست

X منبع از را هایی پیام منبع که کنید فرض ͳسادگ برای نامیم. ͳم باب نیز را گیرنده نامیم. ͳم آلیس دارد وجود ͳکوانتوم Έانی΋م در که ͳرایج

با برابراست مثال دراین منبع آنتروپی دیΎر عبارت به است. ی΋سان نیز 1 و 0 وقوع احتمال و هستند {0, 1} حروف آن الفبای که کند ͳم صادر

زیر: ͳشرط احتمالات با است ساده کانال Έی ما Έکلاسی کانال که کنید فرض چنین هم .1

P (0|0) = 1− q, P (1|1) = 1− q. (٧)

Shannon Noisy Channel Theorem٣
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گوییم. ͳم ۴ دوتایی متقارن کانال را ͳکانال چنین است. Έی یا صفر آن مقدار اینکه از مستقل شود، ͳم خطا دچار q احتمال با بیت هر بنابراین

ͳم خطا اثر در رشته هر دهد. رخ خطا است مم΋ن ها رشته این در شوند. ͳم کانال وارد منبع این از که بΎیرید نظر در را ͳبیت k های رشته حال

به بازهم اینجا در شوند. ͳنم تولید ی΋سان احتمال با خطا اثر در واقعا ها رشته این همه که است این نکته اما شود. تبدیل دیΎر رشته 2k به تواند

رشته هر و شوند ͳم خطا دچار ها بیت از تا kq متوسط طور به باشد، ͳبزرگ رشته k اگر که معنا این به رسیم. ͳم نمونه های رشته ͳاساس مفهوم

به )عموما
k

kq

)
≈ 2kH(q)

با برابراست که ست خطا برای شانون آنتروپی همان H(q) تابع اینجا در شود. ͳم تبدیل دیΎر رشته تا

H(q) = −q log2 q − (1− q) log2(1− q). (٨)

شماره که است ͳکاف است، شده خطا دچار رشته Έی که بینید ͳم و دارد اشراف Έکلاسی کانال بر که کنیم تصور را ͳفرض ناظر Έی اگر بنابراین

ͳفرض ناظر این کار این برای کند. تصحیح را ͳدریافت رشته دارد،  اولیه رشته از که ͳاطلاعات با بتواند او تا دهد اطلاع باب به را یافته تبدیل رشته

با شد برابر کردیم حساب خطا بدون مبادله برای که هایی بیت تعداد اینجا تا کند. ارسال باب به اضافه بیت kH(q) بایست ͳم

k + kH(q).

kH(q)2 که است لازم آنها تصحیح برای شوند. خطا دچار نیز خود فرستد ͳم گیرنده برای ͳفرض ناظر که ای اضافه های بیت است مم΋ن اما

تعداد بایست ͳم برود بین از ͳکل به خطا ام΋ان اینکه برای نتیجه در شود. ارسال باب به نیز اضافه بیت

n := k + kH(q) + kH2(q) + kH3(q) + · · · = k

1−H(q)
. (٩)

است چیزی همان دو این نسبت کنیم. ارسال n = k
1−H(q) مجبوریم بفرستیم خطا بدون را بیت k اینکه برای بنابراین شود. ارسال باب به بیت

با: است برابر ͳکانال چنین در پیام مبادله نرخ نتیجه در دارد: نام پیام مبادله نرخ که

C :=
k

n
= 1−H(q). (١٠)

نامیم. ͳم کانال ظرفیت را آن که است اطلاعات مبادله نرخ بهترین این

Binary Symmetric Channel۴
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اطلاعات حامل آن بیت nH(q) بیت، n این از فرستد. ͳم باب به بیت n آلیس بفهمیم. را آخری رابطه این توانیم ͳم نیز دیΎر روش Έی به

شوند. تصحیح بایست ͳم و هستند خطا دارای ها بیت کدام که گویند ͳم باب به ها بیت این است، رفته کار به خطا تصحیح برای فقط و نیست

نتیجه در و k ≤ n− nH(q) بنابراین اند. رفته کار به بیت k کردن کد برای آنها تای n− nH(q) ͳیعن ها بیت باقیمانده

Rmax := C =
k

n
≤ 1−H(q). (١١)

از ͳدقیق اثبات توانیم ͳم حال بود. ایده Έی ͳکل بیان اش هدف که بود شهودی اثبات Έی کردیم، ارائه کنون تا که ͳاثبات که کنیم تاکید باید

ارائه اینجا در که را ͳاثبات ادامه در .Έی آنتروپی با است ͳمنبع X = {0, 1} منبع که کنیم ͳم فرض نیز اثبات این در کنیم. ارائه گفتیم که آنچه

داد. خواهیم تعمیم ͳکل حالت به دهیم ͳم

شانون: دوم قضیه اثبات n

به را نقاط این همه اگر اند. پرکرده را بعدی n ابرم΋عبی شب΋ه Έی نقاط فضا این نقاط است. رشته 2n دارای ͳبیت n های رشته تمام مجموعه

نزدی΋ش های رشته کد یا اش همسایه های رشته کد از ͳ΋ی به رشته کد Έی کانال عبوراز درطول ͳآسان به کارببریم به خود های کدرشته عنوان

تعدادی تنها کنیم ͳسع که است آن خطا با مقابله راه بنابراین است. شده ارسال برایش ای رشته کد چه که فهمد ͳنم واقعاً گیرنده و شود ͳم تبدیل

را ها کدرشته دیΎر عبارت به کنیم. انتخاب هستند اطلاعات حامل که هایی رشته کد ͳیعن خود ͳواقع های کدرشته عنوان به را رشته 2n این از

که است این مثل کنیم انتخاب را رشته 2k فقط ، (٢) ش΋ل مطابق اگر بیاید. پایین خطا وقوع تااحتمال کنیم انتخاب ی΋دیΎر از ͳکاف بافاصله

با: است برابر اطلاعات مبادله نرخ کدی چنین برای کنیم. ͳم ارسال و ایم کرده کد بیت n در را اطلاعات بیت k

R :=
k

n
. (١٢)

این درون ای نقطه هروقت و کنیم ͳم رسم بزرگ ͳکاف اندازه به کره Έی  ،ͳاصل رشته تا 2k از کدام هر حول که است ترتیب این به کردن کد روش

را نرخ ͳطبیع طور کاربه این کنیم. ͳم تصحیح را آمده بوجود وخطاهای تعبیر قراردارد آن درمرکز که ای رشته کد عنوان به را آن کنیم دریافت کره

بین بایست ͳم جا دراین کنیم. انتخاب ای فاصله چه با را ها رشته کد که پرسیم ͳم حال کنیم. ͳنم استفاده شب΋ه نقاط زیرازهمه آورد ͳم پایین

کارنرخ این ͳازطرف کنیم. زیاد ی΋دیΎر از را ها رشته کد فاصله بایست ͳم بیاوریم پایین خطارا بخواهیم اگر کنیم. ایجاد موازنه متضاد عامل دو

نگاه محدود را بالا نرخ حال عین در و دهیم میل صفر سمت به را خطا احتمال توانیم ͳم آیا ببینیم که است این ما هدف حال آورد. ͳم پایین را

نرخ بزرگترین آن کنیم. پیدا کند ͳم میل صفر سمت به خطا که ͳوقت را مم΋ن نرخ بزرگترین که است این ما هدف تر دقیق عبارت به داریم.

شود؟ تبدیل است مم΋ن دیΎر Έنزدی کدرشته چند به رشته کد Έی متوسط طور به ببینیم بیایید خوب است. ظرفیت همان مم΋ن

۵



برابراست متوسط طور به شده برگردانده های حرف تعداد بنابراین شود. برگردانده که است مم΋ن q احتمال با حرف هر ͳحرف n رشته Έی در

که رشته این به Έنزدی های رشته تعداد درنتیجه قرارگیرند. ͳحرف n رشته در طریق

 n

nq

 ≈ 2nH(q) به تواند ͳم حرف تعداد این .nq با

مم΋ن خطاهای کل چه اگر که است این ͳاصل ایده نیز جا دراین .2nH(q) با برابراست شوند ایجاد رشته دراین آمده بوجود ازخطاهای است مم΋ن

و 1 بیت با را خطا Έی وقوع اگر حقیقت در است. کمتر مقدار این از نمونه یا متعارف خطاهای تعداد اما 2n با برابراست تایی n رشته Έی در

ͳول 2n با برابراست تعدادشان که Έی و صفر از هایی رشته به شوند ͳم تبدیل مم΋ن خطاهای تمام آنگاه دهیم نشان 0 بیت با را آن وقوع عدم

است. کل مقدار از کمتر که 2nH(q) با است برابر تعدادشان که کنیم فکر typical یا نمونه خطاهای به بایست ͳم تنها ما که است این در نکته

است. صادق نیز نمونه خطاهای مورد در گرفتیم یاد نمونه های رشته احتمال و تعداد قاره گذشته درس در که قضایایی ͳتمام

درحدود آن داخل های رشته تعداد متوسط طور به که درنظربΎیریم ای ناحیه هررشته حول که است آن خوب گذاری کد نحوه Έی درنتیجه

تعدادکل چون .2k = 2nR با برابراست ها ها کدرشته کل تعداد که است این معنایش باشد R = k
n برابربا مبادله نرخ اگر حال باشد. 2nH(q)

زیربرقرارباشد: شرط بایست ͳم که رسیم ͳم نتیجه این به 2n با برابراست مم΋ن های رشته

2nR2nH ≤ 2n, (١٣)

یا

R ≤ 1−H(q) =: C. (١۴)

ازظرفیت باید حتما اطلاعات مبادله خ نر پرهیزازخطا برای که کند ͳم بیان رابطه واین شود ͳم نامیده کانال این ظرفیت C := 1−H(q) کمیت

نجات صفر نقطه به سقوط از را خطا حسب بر نرخ ͳمنحن توان ͳم اولیه تصور خلاف بر است این ایم داده نشان که آنچه واق΄ در کمترباشد. کانال

ضمن که ببریم کار به کدکردن نوع Έی توانیم ͳم است مم΋ن های رشته کل تعداد از کمتر ͳخیل نمونه خطاهای که نکته این به توجه با و داد

با اطلاعات مبادله گونه هر دهد. ͳم میل حدی مقدار Έی سمت به را اطلاعات مبادله نرخ ͳول رساند ͳم صفر به مجانبی حد در را خطا نرخ آنکه

نباشد. بازیابی قابل ͳاطلاعات گونه هیچ که شود ͳم باعث نرخ این از تجاوز هرگونه اما است مم΋ن خطا بدون و نرخ این از کمتر

که دهیم نشان خواهیم ͳم اینجا در کند. ͳم میل صفر سمت به واقعا خطا احتمال که ایم نداده نشان هنوز زیرا نیست کامل ما اثبات البته

ͳم که هرچقدر را احتمال و کرده Έنزدی Cبه خواهیم ͳم که هرچقدر را خطا مبادله نرخ توانیم ͳم آن بردن کار به با که دارد وجود کد Έی حتما

۶



R=k/n

P(error)

C

No Recovery

Recovery

ظرفیت. مفهوم و خطا نرخ و اطلاعات مبادله نرخ رابطه :١ ش΋ل

دارد. وجود کدی چنین Έی که دهیم نشان خواهیم ͳم بل΋ه نیست کد این صریح ساختن ما مساٌله اینجا در که کنید دقت کنیم. Έکوچ خواهیم

2k ͳتصادف طور به حال است. نقطه 2n دارای فضا این گیریم. ͳم نظر در را ͳبیت n های تمام فضای رویم. ͳم پیش زیر ترتیب به اثبات برای

این ی΋نواخت احتمال با که معناست این به حرف این صفحه.) Έی به دارت کردن پرتاب مثل (درست گیریم. ͳم نظر در فضا این درون را نقطه

ماتریس Έی با ͳخط کد نوشتن (مثلا کد صریح تعریف جای به ͳیعن است، ͳسادگ همین به ما کدکردن نحوه بنابراین کنیم. ͳم انتخاب را نقاط

کار به خود های رشته کد عنوان به را نقاط این و کنیم ͳم اختیار فضا این در ͳتصادف طور به را نقطه 2k تنها ( نظایرآن و پاریته ماتریس یا مولد

کنید دقت دهیم. ͳم نشان C1با را آن و نامیم ͳم ۵ ͳتصادف کد Έی را کد این کنیم. کد بیت n در را بیت k توانیم ͳم ترتیب این به بریم. ͳم

در است. زیاد ها رشته کد این برای خطا دادن رخ احتمال صورت این در که شوند انتخاب Έنزدی هم به کد ها رشته از ͳبعض است مم΋ن که

به رشته کد این تبدیل ͳیعن خطا دادن رخ احتمال صورت این در که باشد زیاد ͳخیل بقیه از تواند ͳم رشته کد Έی فاصله موارد ͳبعض در عوض

C1 با را ها کد این شود. ͳم مشخص ͳتصادف طور به جدید کد Έی کنیم ͳم انتخاب را نقاط این که بار هر است. کم ͳخیل دیΎر رشته کد Έی

کند. ͳم ایفا مرکزی نقش شانون قضیه اثبات در ͳتصادف کدهای همه از آنزامبل این دهیم. ͳم نشان آن نظایر و C2 ،

از ها رشته تمام برای خطا احتمال : که ͳقسم به دارد وجود C∗ کد Έی حتما δ Έکوچ مقدار هر و ϵ Έکوچ مقدار هر ازای به قضیه: n

باشد. برقرار C −R < δ شرط که معنا این به باشد Έنزدی ظرفیت به خواهیم ͳم که چقدر هر نیز پیام مبادله نرخ و باشد کمتر ϵ

کنیم. ͳم رسم (H(q) + δ) شعاع به کره Έی دورش به کنیم ͳم دریافت که ای رشته هر کنیم. ͳم عمل زیر ترتیب به قضیه این اثبات برای

Random Code۵
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کره این درون رشته کد Έی هرگاه باشند. نقطه 2n(H(q)+δ) دارای که گیریم ͳم نظر در را ͳنقاط تمام مجموعه که معناست این به این ً اصطلاحا

خطای .٢ ش΋ل کنیم،  ͳم اصلاح رشته همان به را شده دریافت رشته و است بوده نقطه همان است شده ارسال که ای رشته گوییم ͳم داشت قرار

نگاه مشخص کد Έی به اینکه بجای (؟؟). ش΋ل بیفتد، ما نظر مورد کره درون دیΎری جای از دیΎری رشته که دهد ͳم رخ ͳوقت بازگشایی

کدهای تمام روی متوسط این کنیم. ͳم حساب متوسط طور به را خطایی چنین احتمال و گیریم ͳم نظر در را ͳتصادف کدهای تمام مجموعه کنیم

این که است مهم نکته این به توجه دهیم. ͳم نشان را ⟨P ⟩ با را خطا احتمال این کدهاست. از کدام هر در ها رشته تمام روی چنین هم و ͳتصادف

داریم C مثل مشخص کد Έی برای تر دقیق طور به شد. اشاره آن به بالا در که است سرهم پشت متوسط نوع دو دهنده نشان واق΄ در نماد

P C =
1

2k

2k∑
x=1

P C(x) (١۵)

متوسط محاسبه برای براکت علامت چنین هم باشیم. شده خطا دچار x رشته بازگشایی در ما C کد در که است این احتمال P C(x) آن در که

O مثل کمیت هر ازای به ͳیعن است شده اختیار ͳتصادف کدهای همه روی

⟨O⟩ = 1

Z
∑
C

O(C), (١۶)

کرد. حساب توان ͳم کدها جزییات به توجه بدون را احتمال این کنیم. حساب را ⟨P ⟩ توانیم ͳم حال است. ͳتصادف کدهای تعداد Z آن در که

ͳرنگ سبز نقطه هر خطا اثر در است؟ چقدر بیفتد ما نظر مورد کره Έی درون به دیΎر کره Έی از دیΎری نقطه اینکه احتمال ببینیم خواهیم ͳم

در x مثل ای نقطه حول را مشخص کره Έی اگر بنشیند. است نقطه 2n شامل که فضا این از دیΎری جای در و کند حرکت به شروع تواند ͳم

دچار دوردست کره Έی از ای نقطه اینکه یا باشد گرفته قرار کره این درون و کرده حرکت Έنزدی کره Έی از ای نقطه است مم΋ن بΎیریم نظر

افتاده کره این درون به ولΎشت) (یا خطا اثر در سبزرنگ) نقطه Έی) رشته Έی اینکه احتمال باشد. رسیده کره این درون به و شده زیاد خطای

با: است برابر باشد

2n(H(q)+δ)

2n
. (١٧)

با: ست ا برابر خطا متوسط احتمال بنابراین . 2k = 2nR با است برابر باشند شده خطا دچار اند توانسته ͳم که ͳنقاط یا ها رشته کل تعداد

⟨P ⟩ = 2nR × 2n(H(q)+δ)

2n
= 2n(R−[1−H(q)]+δ) = 2n(R−C+δ) (١٨)

روی متوسط ͳ΋ی است شده گرفته متوسط نوع دو چپ، طرف در که است این کند ͳم موجه را ها حجم نسبت بر ͳمبتن استدلال این که آنچه

به های رشته انتخاب با باشد، R < C − δ اگر که دهد ͳم نشان رابطه این .ͳتصادف کدهای تمام روی متوسط دوم و کد هر در ها رشته تمام

٨



x
<latexit sha1_base64="hL+FaLtOT9luwfLW3Ut08xl3Pcw=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHbRRI9ELx4hkUcCGzI79MLI7OxmZtZICF/gxYPGePWTvPk3DrAHBSvppFLVne6uIBFcG9f9dnJr6xubW/ntws7u3v5B8fCoqeNUMWywWMSqHVCNgktsGG4EthOFNAoEtoLR7cxvPaLSPJb3ZpygH9GB5CFn1Fip/tQrltyyOwdZJV5GSpCh1it+dfsxSyOUhgmqdcdzE+NPqDKcCZwWuqnGhLIRHWDHUkkj1P5kfuiUnFmlT8JY2ZKGzNXfExMaaT2OAtsZUTPUy95M/M/rpCa89idcJqlByRaLwlQQE5PZ16TPFTIjxpZQpri9lbAhVZQZm03BhuAtv7xKmpWyd1Gu1C9L1ZssjjycwCmcgwdXUIU7qEEDGCA8wyu8OQ/Oi/PufCxac042cwx/4Hz+AOeHjQA=</latexit>

y
<latexit sha1_base64="mEcz1FLhuG1BpP6c5hi50qAIJ0g=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeiF48t2FpoQ9lsJ+3azSbsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoreNUMWyxWMSqE1CNgktsGW4EdhKFNAoEPgTj25n/8IRK81jem0mCfkSHkoecUWOl5qRfrrhVdw6ySrycVCBHo1/+6g1ilkYoDRNU667nJsbPqDKcCZyWeqnGhLIxHWLXUkkj1H42P3RKzqwyIGGsbElD5urviYxGWk+iwHZG1Iz0sjcT//O6qQmv/YzLJDUo2WJRmApiYjL7mgy4QmbExBLKFLe3EjaiijJjsynZELzll1dJu1b1Lqq15mWlfpPHUYQTOIVz8OAK6nAHDWgBA4RneIU359F5cd6dj0VrwclnjuEPnM8f6QuNAQ==</latexit>

x1

<latexit sha1_base64="98UGDKsLmce1BNiDNkMxVjr6qx8=">AAACJnicbZDNSsNAEMc39atGq60evQSL4KkkItRj0YvHivYDmlA2m026dLMbdjdqCX0Er/oKPo03EW8+ips0B9s6MPDnNzPMzN9PKJHKtr+Nysbm1vZOddfc268dHNYbR33JU4FwD3HKxdCHElPCcE8RRfEwERjGPsUDf3qT1wePWEjC2YOaJdiLYcRISBBUGt0/j51xvWm37CKsdeGUognK6I4bRs0NOEpjzBSiUMqRYyfKy6BQBFE8N91U4gSiKYzwSEsGYyy9rLh1bp1pElghFzqZsgr6dyKDsZSz2NedMVQTuVrL4X+1UarCKy8jLEkVZmixKEyppbiVP24FRGCk6EwLiATRt1poAgVESttjugEOXQEznSwqnsgB1YAuAa4BZ5Eg0URBIfjT3NQGOqt2rYv+Rcu5bLXvLpud69LKKjgBp+AcOKANOuAWdEEPIBCBF/AK3ox348P4NL4WrRWjnDkGS2H8/AIF7qVC</latexit>

x2

<latexit sha1_base64="cNJAVq0cnIOtVqr0FCl39SEN/GY=">AAACJnicbZDNSsNAEMc39atGq60evQSL4KkkpVCPRS8eK9oPaELZbDbp0s1u2N2oJfQRvOor+DTeRLz5KG7THGzrwMCf38wwM38/oUQq2/42SlvbO7t75X3z4LBydFytnfQlTwXCPcQpF0MfSkwJwz1FFMXDRGAY+xQP/OnNoj54xEISzh7ULMFeDCNGQoKg0uj+edwcV+t2w87D2hROIeqgiO64ZlTcgKM0xkwhCqUcOXaivAwKRRDFc9NNJU4gmsIIj7RkMMbSy/Jb59aFJoEVcqGTKSunfycyGEs5i33dGUM1keu1BfyvNkpVeOVlhCWpwgwtF4UptRS3Fo9bAREYKTrTAiJB9K0WmkABkdL2mG6AQ1fATCeL8icWgGpAVwDXgLNIkGiioBD8aW5qA511uzZFv9lwWo32XaveuS6sLIMzcA4ugQPaoANuQRf0AAIReAGv4M14Nz6MT+Nr2VoyiplTsBLGzy8HrqVD</latexit>

y0

<latexit sha1_base64="xs7Eo7fgCAat5LEIOt3k+enIJQQ=">AAACJXicbZDNSsNAEMc3ftZqtdWjl2ARPZVECvVY9OKxiv2AJpTNZpMu3eyG3Y0SQt/Aq76CT+NNBE++ips0B9s6MPDnNzPMzN+LKZHKsr6Njc2t7Z3dyl51/6B2eFRvHA8kTwTCfcQpFyMPSkwJw31FFMWjWGAYeRQPvdltXh8+YSEJZ48qjbEbwZCRgCCoNHpILyb1ptWyijDXhV2KJiijN2kYNcfnKIkwU4hCKce2FSs3g0IRRPG86iQSxxDNYIjHWjIYYelmxalz81wT3wy40MmUWdC/ExmMpEwjT3dGUE3lai2H/9XGiQqu3YywOFGYocWiIKGm4mb+t+kTgZGiqRYQCaJvNdEUCoiUdqfq+DhwBMx0srB4IgdUA7oEuAachYKEUwWF4M/zqjbQXrVrXQyuWna71blvN7s3pZUVcArOwCWwQQd0wR3ogT5AIAAv4BW8Ge/Gh/FpfC1aN4xy5gQshfHzCynnpNA=</latexit>

رشته کد ͳتمام کند ͳم دریافت را قرمز) رنگ (به y رشته کد Έی باب که ͳوقت است. شده داده نشان سبز رنگ با شده کد رشته هر :٢ ش΋ل

کره این درون اگر دهند. ͳم تش΋یل را nH(q) شعاع به ای کره ها رشته کد این گیرد. ͳم نظر در شوند تبدیل آن به اند توانسته ͳم که را هایی

خطا کرد. خواهد ͳتلق آلیس توسط شده فرستاده معتبر رشته کد عنوان به را رشته کد آن باشد، داشته وجود سبز) رنگ (به معتبر رشته کد Έی

است. ناچیز نگیرد قرار کره این درون ای رشته کد هیچ اینکه احتمال بΎیرد. قرار کره این درون رشته کد Έی از بیش که دهد ͳم رخ ͳوقت

به دیΎر عبارت به دهیم. میل صفر سمت به ͳتصادف کدهای همه روی را خطا متوسط احتمال توانیم ͳم بزرگ های n ͳیعن بزرگ ͳکاف اندازه

٩



دهیم: قرار که است ͳکاف شده خواسته δ هر و ϵ هر ازای

2n(R−C+δ) ≤ ϵ (١٩)

آنجا از و

n(R− C + δ) ≤ log ϵ (٢٠)

نتیجه در و

n ≥ | log ϵ|
C − δ −R

. (٢١)

کنیم. استفاده تری ͳطولان های رشته از بایست ͳم کنیم تر Έنزدی C به را R یا و کوچ΋تر را ϵ بخواهیم چه هر که گوید ͳم رابطه این

اگر باشد؟ باید چقدر حداقل ها رشته کد طول Rباشد ≤ C − و0.01 شود 0.001 از کمتر خطا احتمال متوسط که بخواهیم تمرین: اگر n

بود؟ خواهد چقدر ها رشته کد طول حداقل برسانیم 0.00001 زیر به را خطا احتمال متوسط ͳول کنیم مبادله را اطلاعات نرخ همین با بخواهیم

خطای Έی واق΄ در خطا این ͳول کنیم. کمتر بخواهیم که مقداری هر از توان ͳم متوسط طور به را خطا احتمال که دهد ͳم نشان بالا استدلال

ͳتصادف کدهای تمام روی باردیΎر و ایم گرفته متوسط کد Έی درون های رشته کد ͳتمام روی بار Έی که معنا این به است دوگانه متوسط

را اطلاعات مبادله نرخ ها رشته کد برای مناسب طول انتخاب با توان ͳم که ایم کرده ثابت تر دقیق طور به ایم. گرفته متوسط C1, C2, · · ·

ͳیعن باشد کمتر خواهیم ͳم که مقداری هر از خطا احتمال متوسط که آنچنان کنیم Έنزدی کانال ظرفیت به خواهیم ͳم که هرچقدر

⟨P ⟩ ≤ ϵ. (٢٢)

است: برقرار زیر رابطه آن برای که دارد وجود C مثل ای ͳتصادف کد Έی حتما که شود ͳم نتیجه ٢٢ رابطه از اما

P C ≤ ϵ, (٢٣)

این اما شد. ͳنم کمتر ϵ از ͳتصادف کدهای همه روی خطا متوسط هیچΎاه بود، بیشتر ϵ از خطایشان احتمال ͳتصادف کدهای همه اگر که چرا

ϵ از کمتر دیΎر ͳبعض برای و ϵ از بیشتر خطا ها رشته کد از ͳبعض برای است مم΋ن دهد. ͳم نشان ها کدرشته تمام روی را خطا متوسط عبارت

این به رسیدن برای باشد. کمتر ϵ از هایش کدرشته تمام برای خطا احتمال که خواهیم ͳم کدی ما که چرا نیست ما مطلوب البته کد این باشد.

١٠



کد کردن خلوت با اینکه آن و دارد وجود ͳنگران Έی تنها کنیم. حذف را ها رشته کد از ͳبعض و کنیم خلوت ͳکم را کد که است ͳکاف تنها کد

که دهیم ͳم نشان برسد. صفر به ͳحت یا بیاید پایین شدت به نرخ و بماند ͳباق کد در رشته کد ͳکم ͳخیل تعداد ها رشته نوع این ریختن دور و

تک برای خطا که برسیم کدی به توانیم ͳم ها) رشته یا ) ها رشته کد از ͳنیم از کمتر ریختن دور با تنها که دهیم ͳم نشان واق΄ در نیست. چنین

لم از بازهم کار این برای کنیم. ͳم پیدا دست خود هدف به است Έکوچ نهایت بی مقدار Έی نیز 2ϵ چون و باشد کمتر 2ϵ از ها کد‐رشته تک

کنیم. ͳم استفاده چبیشف اول

این در آخر. تا همینطور و دهیم ͳم نشان P C(x2) با را دوم رشته کد به مربوط خطای ، P C(x1) با را اول رشته کد به مربوط خطای احتمال

ͳیعن است. کمتر ϵ از ها خطا این متوسط که دانیم ͳم صورت

P C =
1

2nR

2nR∑
x=1

P C(x) ≤ ϵ. (٢۴)

کار به آن برای را چبیشف لم توانیم ͳم بΎیریم، نظر در x ͳمتغیرتصادف از ͳتابع عنوان به را P C(x) و ببینیم ͳتصادف متغیر Έی عنوان به را x اگر

بنویسیم: و ببریم

Prob(P C(x) ≥ 2ϵ) ≤ P C

2ϵ
≤ ϵ

2ϵ
=

1

2
. (٢۵)

دور را ها رشته کد از تعداد این اگر و است بیشتر 2ϵ از خطایشان احتمال ها رشته کد کل تعداد نصف از کمتر که است این حرف این معنای

کد از ͳنیم از کمتر ریختن دور با بنابراین کنیم. ثابت خواستیم ͳم که است چیزی همان این و است کمتر 2ϵ از خطایشان احتمال همه بقیه بریزیم

هایش رشته کد تعداد ایم ساخته که جدیدی کد است. کمتر 2ϵ از هایش رشته کد تمام برای خطا احتمال که رسیم ͳم C∗ مثل کدی به ها رشته

با: است برابر

2nR

2
= 2n(R− 1

n ) (٢۶)

مبادله نرخ که دارد وجود کد Έی که کردیم ثابت بنابراین است. برابر ͳقبل نرخ با بزرگ های n حد در جدید نرخ که معناست این به این و

کند. ͳم کم بخواهیم که چقدر هر هم را خطا حال عین در و رساند ͳم کانال ظرفیت ͳیعن شانون حد به را اطلاعات

است. چبیشف قضیه از ای ساده نمونه واق΄ در کنید. بالا استدلال در چبیشف قضیه از استفاده جایΎزین توان ͳم را تمرین این تمرین: n

بخصوص درس Έی در کلاس معدل دانشجوست. ی΋صد دارای که بΎیرید نظر در را ͳکلاس کنید. استفاده خلف برهان از آن اثبات برای

باشد. بیشتر ۵٠ از تواند ͳنم اند گرفته ٢٠ از بیش نمره که ͳدانشجویان تعداد که دهید نشان با١٠ . است برابر

١١



ͳکل درحالت ظرفیت تعریف ٢

از Έکلاسی ͳمخابرات کانال Έی کل به دیΎر ی΋بار است بهتر تر، دقیق بحث Έی برای گرفتیم. نظر در Έی آنتروپی با ساده منبع Έی کنون تا ما

.(٣) ش΋ل کنیم، نگاه انتها تا ابتدا

Source 

Encoder

Channel

Encoder

Channel

 Decoder

Source 

Decoder

Classical Channel

ABCAAD,…

01011000111,…

01010010010010100111100,… 110111001010010101111100,…

01011000111,…

ABCAAD,…

است. شده داده توضیح متن در کدام هر نقش و کانال این اجزای .Έکلاسی کانال Έی ͳکل نمای :٣ ش΋ل

کند. فشرده دیدیم، قبل درس در که آنچه با مطابق را متن که است این کدکننده این کار شود. ͳم ۶ منبع کدکننده Έی وارد نخست اولیه پیام

الزاما کننده کد این که کنید دقت نشود. انجام کار این عمل در است مم΋ن اگرچه برسد شانون حد به است قرار ͳفشردگ این حالت بهترین در

کد پس شویم، ͳم Έنزدی شانون حد به باشد بلندتر ها رشته یا کلمات طول چه هر که آنجا از کند. ͳنم کد ی΋سان های بیت تعداد به را حروف

کد وارد سپس ها رشته این کند. ͳم فشرده اصطلاح به یا کند ͳم کد را بلند های رشته بل΋ه کند ͳنم کد را ها حرف تک تک هم منبع کننده

Source Encoder۶
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بلوک بنابراین کند. اصلاح و کرده آش΋ار را شده ایجاد ͳاحتمال خطاهای بتواند با تا کند ͳم اضافه ٧ ͳافزودن آنها به که شوند ͳم کانال کننده

.(۴) ش΋ل شوند، ͳم کد n طول به های بلوک به تایی k های

01010010011100100100100010100101011100100100010111001001010101010011010010101010111

01011010111001001000101100110101110010010001011001110010010010001010010101110010101

01101011100100010001011100110101110010010001011001110010000010001011010101110010110

k

<latexit sha1_base64="24fJ5hXU4KMEQm5Dssb7bAbCCUE=">AAACJHicbZDNSsNAEMc39atWq60evQSL4KkkUqjHohePLdgPaEvZbCfp0s1u2N0oJfQJvOor+DTexIMXn8VNmoNtHRj485sZZubvRYwq7TjfVmFnd2//oHhYOjoun5xWqmc9JWJJoEsEE3LgYQWMcuhqqhkMIgk49Bj0vfl9Wu8/gVRU8Ee9iGAc4oBTnxKsDerMJ5WaU3eysLeFm4sayqM9qVrl0VSQOASuCcNKDV0n0uMES00Jg2VpFCuIMJnjAIZGchyCGifZpUv7ypCp7Qtpkms7o38nEhwqtQg90xliPVObtRT+VxvG2r8dJ5RHsQZOVov8mNla2Onb9pRKIJotjMBEUnOrTWZYYqKNOaXRFPyRxIlJHmRPpIAZwNaAMEDwQNJgprGU4nlZMga6m3Zti95N3W3Um51GrXWXW1lEF+gSXSMXNVELPaA26iKCAL2gV/RmvVsf1qf1tWotWPnMOVoL6+cXp3+kkQ==</latexit>

k

<latexit sha1_base64="24fJ5hXU4KMEQm5Dssb7bAbCCUE=">AAACJHicbZDNSsNAEMc39atWq60evQSL4KkkUqjHohePLdgPaEvZbCfp0s1u2N0oJfQJvOor+DTexIMXn8VNmoNtHRj485sZZubvRYwq7TjfVmFnd2//oHhYOjoun5xWqmc9JWJJoEsEE3LgYQWMcuhqqhkMIgk49Bj0vfl9Wu8/gVRU8Ee9iGAc4oBTnxKsDerMJ5WaU3eysLeFm4sayqM9qVrl0VSQOASuCcNKDV0n0uMES00Jg2VpFCuIMJnjAIZGchyCGifZpUv7ypCp7Qtpkms7o38nEhwqtQg90xliPVObtRT+VxvG2r8dJ5RHsQZOVov8mNla2Onb9pRKIJotjMBEUnOrTWZYYqKNOaXRFPyRxIlJHmRPpIAZwNaAMEDwQNJgprGU4nlZMga6m3Zti95N3W3Um51GrXWXW1lEF+gSXSMXNVELPaA26iKCAL2gV/RmvVsf1qf1tWotWPnMOVoL6+cXp3+kkQ==</latexit>

xn
1

<latexit sha1_base64="M4zqYtDcmFqs2FNJEcbhnP5YJDc=">AAACLnicbZDNSsNAFIUn9a9Gq60u3QwWwVVJRKjLohuXFewPJLVMJpN06GQmzEzUEvoYbvUVfBrBhbj1MZymXdjWAxcO372XuXOClFGlHefTKm1sbm3vlHftvf3KwWG1dtRVIpOYdLBgQvYDpAijnHQ01Yz0U0lQEjDSC8Y3s37vkUhFBb/Xk5QMEhRzGlGMtEFe7gcRfJ4O3Qc+rNadhlMIrht3YepgofawZlX8UOAsIVxjhpTyXCfVgxxJTTEjU9vPFEkRHqOYeMZylBA1yIubp/DMkBBGQpriGhb070aOEqUmSWAmE6RHarU3g//1vExHV4Oc8jTThOP5Q1HGoBZwFgAMqSRYs4kxCEtqboV4hCTC2sRk+yGJfIlyUzwuPjEDzAC2BIQBgseSxiONpBRPU9sE6K7GtW66Fw33stG8u6y3rhdRlsEJOAXnwAVN0AK3oA06AAMBXsAreLPerQ/ry/qej5asxc4xWJL18wuRHqia</latexit>

xn
2

<latexit sha1_base64="DmY7bD5rBLUB18ngsgsLJpZEn1E=">AAACLnicbZDNSgMxFIUz9a+OVltdugkWwVWZKYW6LLpxWcH+QKeWTCYzDc0kQ5JRy9DHcKuv4NMILsStj2E67cK2Hrhw+O695Ob4CaNKO86nVdja3tndK+7bB4elo+Ny5aSrRCox6WDBhOz7SBFGOeloqhnpJ5Kg2Gek509u5v3eI5GKCn6vpwkZxijiNKQYaYMGmeeH8Hk2qj/wUbnq1JxccNO4S1MFS7VHFavkBQKnMeEaM6TUwHUSPcyQ1BQzMrO9VJEE4QmKyMBYjmKihll+8wxeGBLAUEhTXMOc/t3IUKzUNPbNZIz0WK335vC/3iDV4dUwozxJNeF48VCYMqgFnAcAAyoJ1mxqDMKSmlshHiOJsDYx2V5AQk+izBSP8k/MATOArQBhgOCRpNFYIynF08w2AbrrcW2abr3mNmrNu0a1db2MsgjOwDm4BC5ogha4BW3QARgI8AJewZv1bn1YX9b3YrRgLXdOwYqsn1+S4Kib</latexit>

yn
2

<latexit sha1_base64="fuN/wQFQXfqjFN5PmkQWNyrE3Gg=">AAACLnicbZDNSsNAFIUn9a9Wq60u3QwWwVVJSqEui25cVrA/0NQymUzSoZOZMDNRQshjuNVX8GkEF+LWx3DSdqGtBy4cvnsvc+d4MaNK2/aHVdra3tndK+9XDg6rR8e1+slAiURi0seCCTnykCKMctLXVDMyiiVBkcfI0JvfFP3hI5GKCn6v05hMIhRyGlCMtEHjzPUCmObT1gOf1hp2014IbhpnZRpgpd60blVdX+AkIlxjhpQaO3asJxmSmmJG8oqbKBIjPEchGRvLUUTUJFvcnMMLQ3wYCGmKa7igvzcyFCmVRp6ZjJCeqfVeAf/rjRMdXE0yyuNEE46XDwUJg1rAIgDoU0mwZqkxCEtqboV4hiTC2sRUcX0SuBJlpni4+EQBmAHsDxAGCB5KGs40klI85RUToLMe16YZtJpOu9m5aze616soy+AMnINL4IAO6IJb0AN9gIEAz+AFvFpv1rv1aX0tR0vWaucU/JH1/QOUpaic</latexit>

yn
1

<latexit sha1_base64="8y+rD2jwH+LrPnTM05tMG3+b14M=">AAACLnicbZDNSsNAFIUn9a9Gq60u3QwWwVVJpFCXRTcuK9gfaGKZTCfp0MlMmJkoIfQx3Oor+DSCC3HrYzhpu7CtBy4cvnsvc+cECaNKO86nVdra3tndK+/bB4eVo+Nq7aSnRCox6WLBhBwESBFGOelqqhkZJJKgOGCkH0xvi37/iUhFBX/QWUL8GEWchhQjbdAw94IQZrOR+8hH1brTcOaCm8ZdmjpYqjOqWRVvLHAaE64xQ0oNXSfRfo6kppiRme2liiQIT1FEhsZyFBPl5/ObZ/DCkDEMhTTFNZzTvxs5ipXK4sBMxkhP1HqvgP/1hqkOr/2c8iTVhOPFQ2HKoBawCACOqSRYs8wYhCU1t0I8QRJhbWKyvTEJPYlyUzyaf6IAzAC2AoQBgkeSRhONpBTPM9sE6K7HtWl6Vw232WjdN+vtm2WUZXAGzsElcEELtMEd6IAuwECAF/AK3qx368P6sr4XoyVruXMKVmT9/AKS46ib</latexit>

Channel Coding

Errors

و کانال ظرفیت به بیشتر باشد بیشتر هرچه ها رشته طول شود. ͳم کد n طول به حروف از رشته Έی به k طول به حروف از رشته هر :۴ ش΋ل

شویم. ͳم Έنزدی کم خطای احتمال

داریم دهیم. ͳم نمایش X(n) با را n طول به های رشته کد این تمام مجموعه

Xn = {xn
1 ,x

n
2 , · · ·xn

Ω} (٢٧)

که دانیم ͳم ایم خوانده نمونه های رشته درمورد قبلا که آنچه از است. n طول به های کدرشته این تمام مجموعه Ω آن در که

|Ω| = 2HX(n)

≤ 2n. (٢٨)

R := k
n آنکه ضمن دهند، میل صفر سمت به توانند ͳم که چقدر هر را خطا احتمال n بیشتر چه هر کردن بزرگ با که است این باب و آلیس هدف

Redundancy٧
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ͳشرط احتمالات مجموعه با نیز Έکلاسی کانال کنند. زیاد توانند ͳم که هرچقدر را

P (yn|xn (٢٩)

نوع از تایی n بلند رشته 2k تعداد حال شود. ͳم تعریف

xn

کانال از عبور در ها رشته این کند. تصحیح و آش΋ار را آنها ͳاحتمال خطای بایست ͳم باب و شوند مخابره باب به است قرار که بΎیرید نظر در را

های رشته به

yn

تبدیل دیΎر متعدد های رشته به خطا اثر در است مم΋ن رشته Έی چون نیست 2H(Xn) دیΎر البته ها رشته این تعداد شوند. ͳم تبدیل n طول به

رشته تعداد که است آن مهم نکته ͳول ،2H(Y n) با است برابر برسند باب دست به است مم΋ن خطا اثر در که هایی رشته کلیه ا تعداد واق΄ در شود.

ساده حالت مثل درست کند. ͳم بازگشایی را ها رشته چΎونه باب که است این سوال حال است. 2H(Xn) چنان هم اولیه) های (رشته معتبر های

کد Έی که باشد ای نمونه های رشته همه شامل که گیریم ͳم نظر در مانند) (کره ای مجموعه yn ∈ Y مثل ͳدریافت رشته کد Έی دور به قبل،

کد باشد، کره این درون X از رشته کد Έی هرگاه دهیم. نمایش V با را تعداد این .(٢) ش΋ل شود، تبدیل yn به توانسته ͳم خطا اثر در رشته

هیچ اینکه احتمال ( است. شده تبدیل y به که است بوده x شده فرستاده رشته کد گوییم ͳم) کنیم ͳم بازگشایی رشته کد همان به را y رشته

برای بنابراین بΎیرد. قرار کروه این درون رشته کد Έی از بیش که دهد ͳم رخ ͳوقت خطا است. ناچیز بسیار نباشد کره این درون ای کدرشته

بایست ͳم دیΎر عبارت به باشند. نداشته رشته کد Έی از بیش نیز کدام هر و نکنند تداخل دیΎر Έی با ها کره که داریم انتظار خطا تصحیح

باشیم: داشته

2k × V ≤ 2H(Xn). (٣٠)

آوریم: ͳم بدست بنابراین .2H(Xn|Y n) جز نیست چیزی V دهیم ͳم نشان اما

2k × 2H(Xn|Y n) ≤ 2H(Xn) (٣١)

نتیجه در و

2k ≤ 2H(Xn)−H(Xn|Y n) = 2H(Xn)+H(Y n)−H(Xn,Y n). (٣٢)
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داشت: خواهیم R := k
n ͳیعن کانال نرخ تعریف به توجه با

R ≤ H(Xn) +H(Y n)−H(Xn, Y n)

n
=

I(Xn : Y n)

n
. (٣٣)

از: است عبارت ͳکل حالت در Έکلاسی کانال Έی ظرفیت که رسد ͳم نظر به اول نگاه در بنابراین

C := lim
n−→∞

I(Xn : Y n)

n
. (٣۴)

کانال و اند مستقل دیΎر Έی از n طول به های رشته درون های حرف اینکه فرض با آنکه نخست است. مانده ͳباق دیΎر Έکوچ قدم دو هنوز اما

بنویسیم توانیم ͳم کند ͳم عمل آنها روی مستقل طور به نیز

I(Xn : Y n) = nI(X,Y )

ͳیعن بود، خواهد ها حرف تک تک مورد در ای محاسبه شامل تنها ظرفیت محاسبه نتیجه در و

C := I(X : Y (٣۵)

ظرفیت محاسبه برای بنابراین نیست. کانال به وابسته کاملا ͳکمیت و دارد X ͳیعن ورودی منبع به ͳبستگ ͳفعل ش΋ل به کمیت این اینکه دوم نکته و

بدست زیر ش΋ل به Έکلاسی کانال ظرفیت برای نهایی عبارت ترتیب این به کرد. حساب ورودی های منبع تمام روی آن بیشینه مقدار بایست ͳم

آید. ͳم

C := MaxXI(X : Y )

ندارد. حالت آن با ͳمتفاوت چیز هیچ و کردیم بیان Έی و صفر الفبای با ساده منبع با که است ای ساده حالت همانند کاملا دقیق استدلال ͳباق

کدهای از ͳآنزامبل نخست کرد، اضافه استدلال به را δ و ϵ Έکوچ نهایت بی مقادیر توان ͳم ها تعریف همان با دقیقا و قبل ترتیب همان به

حساب را V که ماند ͳم ͳباق شود. ͳم برقرار برای شانون قضیه که دارد وجود خاص کد Έی حتما که داد نشان سپس و گرفت نظر در را ͳتصادف

حرف تا nP (y1) دارای رشته این است. n طول به نمونه رشته Έی خود شود ͳم تولید خطا اثر در که ای رشته که کنیم ͳم توجه نخست کنیم.

ͳم معطوف yj مثل ها حرف این از ͳ΋ی به را خود توجه حال آخر. تا طور همین و است y3 حرف تا nP (y3) ، y2 حرف تا nP (y2) است، y1

است. این اش ΁پاس باشد؟ شده تولید اشتباه به است توانسته ͳم ها حرف این از تا چند که پرسیم ͳم خود از تاست. nP (yj) آنها تعداد کنیم.

این که هایی راه تعداد باشد. شده تبدیل yj به P (yj |xi) احتمال با توانسته ͳم ها xi این از کدام هر و است xi تا nP (xi) دارای ای رشته هر

با: است برابر بیفتد توانسته ͳم اتفاق
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[nP (yj)]!∏M
i=1[nP (yj |xi)p(xi)]!

(٣۶)

یا و

[nP (yj)]!∏M
i=1[nP (yj , xi)]!

. (٣٧)

با: است برابر شود تبدیل آن به توانسته ͳم xM نوع از رشته Έی که ای نمونه های رشته تعداد بΎیریم، نظر در را ها yj همه اگر

V =

M ′∏
j=1

[nP (yj)]!∏M
i=1[nP (yj , xi)]!

. (٣٨)

که:  یابیم ͳدرم جملات کردن ساده از پس و کنیم ͳم استفاده استرلینگ تقریب از بلند های رشته برای

log V = n

M ′∑
j=1

[
P (yj) logP (yj)−

M∑
xi=1

P (yj , xi) logP (yj , xi)

]
(٣٩)

یا و

log V = n [H(X,Y )−H(Y )] , (۴٠)

کنیم. ثابت خواستیم ͳم که بود چیزی همان این و

اصلاحیه ٣

C := MaxP (x)I(X;Y ) (۴١)

I(X;Y ) = H(X) +H(Y )−H(X,Y ) = H(Y )−H(Y |X) (۴٢)

١۶



دوتایی متقارن کانال ٣ . ١

H(X;Y ) = H(Y )−H(Y |X) = H(Y )−
∑
x

P (x)H(Y |x) = H(Y )−
∑
x

P (x)H(p)

H(Y )−H(p) ≤ 1−H(p) (۴٣)

C = 1−H(p) (۴۴)

دوتایی کننده پاک کانال ٣ . ٢

C = MaxP (x)H(X;Y ) = MaxP (x)

[
H(Y )−H(Y |X)

]
= MaxP (x)H(Y )−H(α) (۴۵)

H(Y ) = H(Y,E) = H(E) +H(Y |E) (۴۶)

p1 = (1− π)(1− α), p2 = α, p3 = π(1− α) (۴٧)

H(Y ) = H(p1, p2, p3) = H(α) + (1− α)H(π) (۴٨)

C = MaxP (x)H(Y )−H(α)

= Maxπ(1− α)H(π) +H(α)−H(α)

= 1− α (۴٩)

١٧



کانال Έی ظرفیت خواص ۴

n

C ≥ 0

C ≤ log(|X|),

C ≤ log(|Y |). (۵٠)

است. P (x) از محدب و پیوسته تابع Έی I(X : Y ) n

ها: مسئله ۵

است: برقرار زیر رابطه A, B, C ͳتصادف متغیر سه برای که دهید نشان n

H(A,B,C) +H(B) ≤ H(A,B) +H(B,C) (۵١)

کرد: استفاده زیر جایΎزین های کمیت از آن بجای توان ͳم است. سخت معمولا لΎاریتم وجود دلیل به شانون آنتروپی با کارکردن n

L =
∑
i

pi(1− pi)

T =
1−

∑
i p

q
i

1− q

R =
log(

∑
i p

q
i )

1− q
. (۵٢)

که: دهید نشان شوند. ͳم خوانده ٩ ͳرن آنتروپی و ٨ تسالیس آنتروپی ،ͳخط آنتروپی ترتیب به ها این

شود. ͳم صفر با برابر باشد، غیرصفر احتمالات از ͳ΋ی که ͳوقت برای تنها مقدارش و است مثبت ها آنتروپی این از کدام هر الف:

کند. ͳم اختیار ی΋نواخت توزیع تابع برای را خود بیشینه مقدار ها آنتروپی این از هرکدام ب:

که دهید نشان پ:

He ≥ L (۵٣)
Tsaliss Entropy٨

Renyi Entropy٩

١٨



است: زیر عبارت He از منظور اینجا در باشد. He = L که شود ͳم برقرار ͳوقت تنها تساوی و

He = −
∑
i

pi log pi (۵۴)

تابع توزیع، تابع کدام ازای به اند. گذاشته اشتراک به معین توزیع تابع Έی بر بنا B و A جعبه دو بین ی΋سان توپ N که کنید فرض n

بود؟ خواهد چه H(A : B) بیشینه مقدار باشند، پذیر تمیز ها توپ اگر کرد. خواهد اختیار را خود مقدار بیشترین H(A : B)

ͳم تعریف زیر ͳشرط احتمالات با کانال دارد. (b1, b2, b3) ͳخروج حرف سه و (a1, a2, a3) ورودی حرف سه Έکلاسی کانال Έی n

شود:

P (b1|a1) = 1

P (b2|a2) = 1− q = P (b3|a3)

P (b2|a3) = q = P (b3|a2). (۵۵)

کنید. حساب را کانال ظرفیت الف: 

رساند. کانال ظرفیت به را اطلاعات مبادله نرخ توان ͳم چΎونه که دهید نشان است، 0, 1/2 , 1 مقادیر از ͳ΋ی q پارامتر که ͳوقت برای ب:

که بΎیرید نظر در Έکلاسی کانال Έی باشند. برابر هم با Έکلاسی کانال Έی ͳخروج و ورودی حروف تعداد که نیست لازم همیشه n

شود: ͳم تعریف زیر ͳشرط احتمالات با نیز کانال باشند. (b1, b2, b3, b4) آن ͳخروج حروف و (a1, a2) آن ورودی حروف

P (b1|a1) = P (b2|a1) =
1

3
,

P (b3|a2) = P (b4|a2) =
1

3
,

P (b3|a1) = P (b4|a1) =
1

6
,

P (b1|a2) = P (b2|a2) =
1

6
. (۵۶)

کنید. حساب را کانال این ظرفیت

یا کند: ͳم ایجاد اختلال پیام این در زیر ش΋ل به کانال Έی است. شده تش΋یل Έی و صفر بیت هفت طول به های بلوک از پیام Έی n

کند. ͳم ایجاد خطا بلوک های بیت از ͳ΋ی در 1
8 احتمال با یا است 1

8 آن احتمال که دهد ͳنم رخ خطایی نوع هیچ

کنید. حساب را کانال ظرفیت الف:

١٩



شود؟ مساوی کانال ظرفیت با اطلاعات مبادله نرخ آن در که کنید پیشنهاد را ای شیوه توان ͳم آیا ب:

ایم: کرده دریافت را زیر کلمات است شده ایجاد همینگ کد توسط دانیم ͳم که پیام Έی در n

(a) 1110000

(b) 1000101

(c) 0100110

(d) 0110010. (۵٧)

است؟ بوده ای کلمه چه شده ارسال کلمه که کنید مشخص مورد هر در

٢٠


